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APPROXIMATE MATHEMATICAL MODEL OF LIQUID BRIDGE FORMATION BETWEEN 
PARTICLES IN THE LOOSE LAYER WHILE DEWATERING 
Аннотациѐ. Предложена физическаѐ модель образованиѐ перетѐжки жидкости между частицами сы-
пучего слоѐ при обезвоживании. В соответствии с моделья, при опускании уровнѐ жидкости около твёрдых 
тел, вследствие действиѐ капиллѐрных сил, формируятсѐ два мениска сложной формы. Это верхний мениск 
между боковыми поверхностѐми твёрдых тел, представлѐящий часть поверхности изучаемой перетѐжки, и 
нижний мениск между телами и опускаящимсѐ основным слоем жидкости. Оба мениска имеят особенно-
сти, свѐзанные с формой ограничиваящих поверхностей.  
На основе гидростатических уравнений определены равновесные положениѐ поверхностей жидкости и 
условиѐ, при которых образуетсѐ перетѐжка. Получено, что с уменьшением угла смачиваниѐ перетѐжка мо-
жет образовыватьсѐ между частицами находѐщимисѐ на большем расстоѐнии друг от друга. Определено, что 
длѐ образованиѐ перетѐжек при обезвоживании необходимо, чтобы расстоѐние между частицами в сыпучем 
слое не превышало определённуя длину, котораѐ в несколько раз меньше критической длины, рассчитан-
ной по теории устойчивости. 
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Большинство технологических процессов переработки минерального сырьѐ относѐт-
сѐ к так называемым «мокрым» процессам, после которых необходимо проводить допол-
нительные операции по удаления избыточной влаги из полученного продукта. При этом 
достижение требуемой остаточной влажности ѐвлѐетсѐ достаточно сложной в плане про-
текаящих физических процессов и энергозатратной процедурой. Поэтому изучение взаи-
модействиѐ жидкости с твёрдыми частицами при обезвоживании ѐвлѐетсѐ актуальной за-
дачей. 
Известно, например, что при вытеснении жидкости воздухом или опускании её под 
действием объёмных сил (силы тѐжести, центробежной силы и т.д.) часто нарушаетсѐ 
фронтальность вытеснениѐ, и образуятсѐ сложной формы объёмы остаточной жидкости. 
Аналогичные образованиѐ получаятсѐ и при выдавливании одной жидкости другой в дис-
персных слоѐх *1+. Это объѐснѐетсѐ наличием капиллѐрных сил, действуящих между жид-
костья и твёрдым скелетом дисперсной среды. Длѐ изучениѐ процесса обезвоживаниѐ 
вопрос о наличии и величине объёмов указанных образований становитсѐ необходимой и 
важной задачей. 
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В работе *2+ при рассмотрении процесса опусканиѐ жидкости в сыпучем слое было 
принѐто, что всѐ жидкость делитсѐ на три основных вида: свободно-капиллѐрнуя, истека-
ящуя под действием силы тѐжести; вѐзкуя плёночнуя, медленно стекаящуя по сложной 
внутренней поверхности скелета, и неподвижнуя жидкость, условно названнуя стыковой. 
Последнѐѐ объединѐет в себе ту часть жидкости, котораѐ образует достаточно устойчивуя 
капиллѐрнуя систему. Устойчивость этой системы обусловлена тем, что капиллѐрные силы 
в окрестности точек стыка частиц достигаят значительных величин, что определѐет проч-
ность влажных дисперсных сред *3+. Близость частиц друг к другу и, в частном случае, со-
прикосновение их и капиллѐрные характеристики жидкости определѐят образование и 
существование некоторой перколѐционной системы капиллѐрной жидкости, состоѐщей 
как из непрерывных ветвистых каналов, отдельных кластеров и одиночных стыковых пере-
тѐжек. Исследование устойчивости перетѐжек *4+ показало, что они абсолятно неустойчи-
вы (по Рэлея) при достижении определённого расстоѐниѐ между частицами. Однако, в 
области устойчивости по отношения к малым возмущениѐм они, согласно общей теории 
устойчивости *5+, будут неустойчивыми по отношения к конечным возмущениѐм. 
Длѐ капиллѐрных систем вопрос об устойчивости системы сводитсѐ к анализу вели-
чин потенциальной энергии, в частности, к её второй вариации *6+. В основе такого подхо-
да лежит теорема Лагранжа об устойчивости автономных систем, котораѐ нашла широкое 
применение в исследовании устойчивости равновесных конфигураций границ раздела. 
Однако, длѐ проведениѐ анализа необходимо найти статические положениѐ этих границ. 
При опускании жидкости возникновение перетѐжек обусловлено сочетанием капиллѐрных 
сил, действуящих на различных участках пористого пространства, причём величины этих 
сил конечны и далеки от бесконечно малых возмущений, лежащих в основе линейной тео-
рии устойчивости. Вследствие этого, можно ожидать, что расстоѐниѐ между частицами, у 
которых образуятсѐ перетѐжки будут значительно меньше, чем даёт теориѐ устойчивости, 
что подтверждаетсѐ экспериментальными данными *7+. 
В данной работе на основе гидростатических уравнений определены равновесные 
положениѐ поверхностей жидкости при квазистационарном опускании слоѐ жидкости, в 
которой находѐтсѐ два неподвижных цилиндра. Рассмотрение двух тел предполагает, что 
это некотораѐ ѐчейка, котораѐ ѐвлѐетсѐ элементом сыпучей среды и содержит тот физиче-
ский механизм, который влиѐет на количество остаящейсѐ жидкости в данной пористой 
системе. Такаѐ постановка задачи в какой-то степени моделирует процесс образованиѐ 
перетѐжек в сыпучем слое между соседними твёрдыми частицами. Использование цилин-
дрических тел значительно упрощает математическое решение задачи, практически не 
нарушаѐ физическуя её сторону. Однако, в количественном отношении необходимо со-
знавать, что сравнение с экспериментальными результатами длѐ частиц сферической фор-
мы практически неправомочно. 
Основные уравнениѐ 
Используѐ гидростатические уравнениѐ гидромеханики длѐ мениска, находѐщегосѐ 
между двумѐ цилиндрами *8+, получим хорошо известное уравнение длѐ плоского менис-
ка 
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где x – координата; 
H – высота мениска над поверхностья жидкости (рис. 1); 
 – коэффициент поверхностного натѐжениѐ; 
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 – плотность жидкости; 
g – ускорение свободно падаящего тела. 
 
 
а – система менисков при небольшом опускании слоѐ жид-
кости; 
б – система менисков перед отрывом слоѐ жид-
кости от тел 
Рисунок 1 – Схема образованиѐ перетѐжки 
Длѐ решениѐ этого уравнениѐ обезразмерим его следуящим образом: введём вели-
чины /x   и h = H/RC, тогда 
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где  – расстоѐние от оси симметрии до точки контакта мениска с телом; 
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Граничными условиѐми длѐ этого уравнениѐ ѐвлѐятсѐ простые соотношениѐ: 
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где  – угол смачиваниѐ; 
 – угол, показанный на рис. 1. 
Длѐ определениѐ формы мениска с внешней стороны цилиндра при небольших уг-
лах наклона (рис. 1, а) используем также уравнение (1), но перепишем его в несколько 
ином безразмерном виде 
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Граничные условиѐ записываятсѐ в виде: при  = 0 (координата  отсчитываетсѐ 
вниз от точки контакта мениска с телом) h     (величина  определѐетсѐ так же); при 
s  h  . 
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Анализ результатов расчётов. Полученные уравнениѐ были численно решены при 
подборе соответствуящих параметров. На рис. 2 показаны кривые менисков длѐ воды, 
опускаящейсѐ между двумѐ цилиндрами радиусом RC = 5 мм, расстоѐниѐ между которыми 
2L = 11,5 мм, угол смачиваниѐ  = 45. Рис. 2, а относитсѐ к мениску между цилиндрами (2), 
рис. 2, б – к мениску с внешней стороны (3) и рис. 2, в – к мениску под цилиндрами (5). 
 
1 –  = /5; 2 –  = /6; 3 –  = /9; 4 –  = /18; 5 –  = 0; 6 –  = -/18; 7 –  = -/9 
а) 
 
1 –  = /6; 2 –  = /9; 3 –  = -/18; 4 –  = -/9; 5 –  = -/5 
б) 
 
1 –  = /4; 2 –  = /5; 3 –  = /6; 4 –  = /9; 5 –  = /18; 6 –  = 0; 7 –  = -/18 
в) 
Рисунок 2 – Конфигурации менисков 
На рис. 2, а видно, что по мере уменьшениѐ угла увеличиваетсѐ слой жидкости, ко-
торый удерживаетсѐ мениском. Это свѐзано с тем, что уменьшаетсѐ расстоѐние между кон-
тактами мениска с поверхностья. При прохождении самой узкой части между цилиндрами 
расстоѐние начинает затем увеличиватьсѐ, в результате чего удерживаящаѐ сила начинает 
уменьшатьсѐ. Это видно на этом рисунке по кривой 7, котораѐ оказываетсѐ ниже двух 
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предыдущих. Длѐ внешнего мениска (рис. 2, б) понижение уровнѐ жидкости сводитсѐ к 
большему искривления мениска и повышения на графике. Когда угол  становитсѐ близ-
ким к -/4 переход к другой системе координат даёт картину мениска, показаннуя на 
рис. 2, в. 
При этом видно, что возникший минимум в кривых опускаетсѐ все ниже по мере 
уменьшениѐ угла , т.е. внизу под цилиндрами начинает образовыватьсѐ перетѐжка, со-
единѐящаѐ твёрдые тела с основным слоем воды. Перетѐжка между цилиндрами будет 
образовыватьсѐ тогда, когда нижнѐѐ перетѐжка будет разрушатьсѐ. Однако, при достаточ-
но больших расстоѐниѐх между цилиндрами в этой области может образоватьсѐ полость и 
тогда, если расстоѐние между границами этой полости и нижним мениском будет меньше, 
чем толщина слоѐ на рис. 2, в, то перетѐжки между цилиндрами не будет. Это можно пока-
зать на рис. 3, на котором приведены относительные высоты внутренних и внешних слоёв 
длѐ различных случаев. Отсчёт относительной высоты ведётсѐ от оси, соединѐящей цен-
тры цилиндров, а отсчёт углов  от начального угла  = /4, как длѐ внутреннего мениска, 
так и длѐ внешнего. 
Из этого рисунка следует, что максимальнаѐ высота слоѐ (кривые 1-4) достигаетсѐ в 
различных случаѐх при разных значениѐх угла внутреннего мениска (длѐ кривых 3, 4 мак-
симумы на рис. 3 видны). Важным обстоѐтельством здесь ѐвлѐетсѐ то, что при некотором 
значении угла  криваѐ достигает своего максимального подъёма, а затем при дальней-
шем движении жидкости слой должен обрушитьсѐ. Сравниваѐ кривые 1-4 с кривой 5 вид-
но, что максимальнаѐ величина длѐ внешнего мениска достигаетсѐ примерно при   2,5, 
при этом кривые 1-3 поднимаятсѐ несколько выше максимума кривой 5, т.е. длѐ L = 5,1; 
5,2 и 5,5 мм произойдёт разрыв нижней перетѐжки, что приведёт к образования перетѐж-
ки между цилиндрами. Криваѐ 4 достигает максимума, который ниже максимума кривой 
5, поэтому при достижении соответствуящего предельного угла внутренний мениск обру-
шиваетсѐ, и перетѐжка между цилиндрами не образуетсѐ. 
 
 = 45: 1- L = 5,1 мм; 2 – L = 5,2 мм; 3 – L = 5,5 мм; 4 – L = 5,75 мм; 5 – внешний мениск 
Рисунок 3 – Расстоѐниѐ от оси цилиндров до поверхности невозмущённой жидкости  
Приведенный анализ качественно показывает условиѐ, при которых образуетсѐ пе-
ретѐжка между цилиндрами. В динамических условиѐх картина, конечно сложнее, но при-
мерный баланс сил должен сохранѐтьсѐ и в реальном процессе. Помимо этого, известно, 
что при движении жидкости угол смачиваниѐ менѐетсѐ, при этом вводѐтсѐ понѐтиѐ углов 
натеканиѐ и оттеканиѐ *9+. Вследствие этого представлѐет интерес просмотреть влиѐние 
углов смачиваниѐ на образование перетѐжек, поэтому были проведены аналогичные рас-
чёты длѐ случаѐ  = 25 (рис. 4). 
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 = 25: 1 – L = 5,1 мм; 2 – L = 5,2 мм; 3 – L = 5,5 мм; 4 – L = 5,75 мм; 5 – внешний мениск 
Рисунок 4 – Расстоѐниѐ от оси цилиндров до поверхности невозмущённой жидкости  
Из рисунка видно, что характер образованиѐ перетѐжки такой же, более того криваѐ 
4 в этом варианте ѐвлѐетсѐ как бы критической (максимумы кривых 4 и 5 почти равны), т.е . 
предельным расстоѐнием здесь ѐвлѐетсѐ L  5,75. Длѐ предыдущего варианта L было не-
сколько меньше (как следует из рис. 3, оно находитсѐ между значениѐми 5,5 и 5,75), что 
говорит о том, что с уменьшением угла смачиваниѐ перетѐжка может образовыватьсѐ 
между цилиндрами, имеящими большее расстоѐние между осѐми. Из этого следует, что 
длѐ хорошо смачиваемых поверхностей дисперсной среды количество стыковой жидкости 
в слое должно быть больше. 
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Анотаціѐ. Запропоновано фізичну модель утвореннѐ перетѐжки рідини між частками сипучого шару 
при зневодненні. У відповідності з моделля, при опусканні рівнѐ рідини близько твердих тіл, внаслідок дії 
капілѐрних сил, формуятьсѐ два меніска складної форми. Це верхній меніск між бічними поверхнѐми твер-
дих тіл, що представлѐю частину поверхні перетѐжки, і нижній меніск між тілами і основним шаром рідини. 
Обидва меніска маять особливості, пов’ѐзані з формоя обмежуячих поверхонь. 
На основі гідростатичних рівнѐнь визначені рівноважні положеннѐ поверхонь рідини і умови, при ѐких 
утворяютьсѐ перетѐжка. Отримано, що зі зменшеннѐм кута змочуваннѐ перетѐжка може утворяватисѐ між 
частками, ѐкі знаходѐтьсѐ на більшій відстані один від одного. Визначено, що длѐ утвореннѐ перетѐжок при 
зневодненні необхідно, щоб відстань між частками в сипучому шарі не перевищувала певну довжину, ѐка в 
кілька разів менше критичної довжини, розрахованої з теорії стійкості.  
Клячові слова: сипучий шар, частка, капілѐрні сили, меніск, перетѐжка, поверхневий натѐг 
Abstract. A physical model of creating of liquid bridge between the particles of particulate layer during de-
watering is described. In accordance with this model, when the liquid level is lowered, two meniscus of a complex 
shape are formed around the solids due to the action of capillary forces. One of them is an upper meniscus between 
lateral surfaces of solids, which is a part of the surface of the liquid bridge under the study, and another is a lower 
meniscus between the solids and main descending liquid layer. Both feature peculiarities associated with the shape 
of limiting surfaces. 
On the basis of hydrostatic equations, equilibrium positions of the liquid surface and conditions under which 
the bridge was formed were defined. It is found that at decreasing wetting angle the liquid bridge can be formed 
between particles located at a greater distance from each other. It is determined that in order the bridge is formed 
in dewatering conditions distance between the particles in the loose layer should not exceed a certain length, which 
is several times shorter than a critical length calculated by the theory of stability. 
Keywords: loose layer, particle, capillary forces, meniscus, liquid bridge, capillary tension  
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